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Zero

in lumea numerelor intrim cu pasi nesiguri, de la o vérsti frageda. Tnvitim ci 1

e

este primul din ,,alfabetul numerelor si ca el introduce numerele naturale 1, 2,

3, 4, 5... Numerele naturale sunt cele care numri lucruri reale - mere, g}ﬁ;‘%ﬁgﬁﬁé e,
banane, pere. Abia mai tarziu invatam s numaram si merele dintr-o cutie in care
nu este nici un mar.

Pénd si grecii din Antichitate, care au adus progrese insemnate stiintelor si matematicii,
sau romanii, renumiti pentru realizarile lor ingineresti, erau lipsiti de o modalitate
efectivé de a trata subiectul numarului de mere dintr-o cutie goald. Ei nu au reusit si
dea ,nimicului” un nume. Romanii aveau modul lor de a combinal, V, X,L,C,DsiM,dar
unde era 0? Ei nu numérau ,,nimicul®.

CUM A FOST ACCEPTAT ZERD?

Se crede cé folosirea unui simbol care si desemneze ,nimicul” isi are originea cu mii
de ani in urma. Civilizatia Maya, din ceea ce este astizi Mexic, folosea zero in diferite
forme. Putin mai tarziu, astronomul Claudius Ptolemeu, sub influenta babilonienilor, a
folosit un simbol inrudit cu 0 modern, ca sa ocupe locul gol din sistemul sdu numeric.
Ca ocupant al locului gol, zero putea fi folosit, de exemplu, pentru a face distinctia
intre 75 si 705 (in notafia modernd), in loc de a se baza pe context, cum procedau
babilonienii. Acest lucru poate fi comparat cu introducerea virgulei in scriere — ambele
ajuta la citirea intelesului corect. Dar, la fel cum virgula vine cu un set de reguli de
utilizare, era nevoie de reguli si pentru folosirea lui zero.

In secolul al VII-lea, matematicianul indian Brahmagupta il considera pe zero ca pe
un ,numdr, nu doar un substituent, o umpluturd a unui loc gol, si a stabilit reguli
pentru folosirea lui. Acestea erau ,,suma dintre un numér pozitiv si zero este un numar
pozitiv® si,,suma dintre zero si zero este zero“. Gindindu-se la zero mai degraba calaun
numdr decét ca la un substituent, Brahmagupta era destul de revolutionar. Sistemul de
numeratie indo-arab, care il includea pe zero, a fost promovat in Occident de Leonardo
din Pisa - Fibonacci - in lucrarea sa Liber Abaci (Cartea numdér4rii), publicati pentru
prima daté in 1202. Crescut in nordul Africii si familiarizat din scoald cu aritmetica

e
Babilonienii folosesc zero ca Brahmagupta foloseste Mahavira enunts idei

substituent pentru locul gol zero si enunta reguli pentru despre modul in care zero
din cictemiil lor niimeric I s i b ) s




ZERO

indo-arab4, el a recunoscut forta folosirii simbolului suplimentar 0, in combinatie
cu simbolurile hinduse 1, 2,3,4,5,6,7,8 si9.

Introducerea lui zero in sistemul de numeratie a pus o problema de care
Brahmagupta s-a ocupat doar in trecere: cum trebuia tratat acest ,intrus? El
a ficut inceputul, dar recomandarile lui erau vagi. Cum putea fi integrat zero
in sistemul existent al aritmeticii de o manierd mai precisa? Unele ajustéri au
venit imediat. Cind era vorba despre adunare si despre inmultire, 0 functiona
perfect, dar operatiunile de scidere si de impériire nu se Impécau prea usor cu
Jintrusul®. Era nevoie de precizari de continut, pentru ca 0 si se armonizeze cu
restul aritmeticii acceptate.

CUM FUNCTIONEAZA ZERO?

Adunarea si inmultirea cu zero sunt clare si fara controverse — poti adduga 0 la 10
ca si obtii 100, dar ne vom referi la ,adunare” in sensul mai putin imaginativ al
operatiunii numerice. Adunarea lui 0 la un numar lasé acel numar neschimbat,
pe cand inmultirea lui 0 cu orice numér dé intotdeauna rezultatul 0. De exemplu,
avem 7 + 0 =7 si 7 x 0 = 0. Sciderea este o operatiune simpld, dar poate duce la
numere negative, 70 = 7 si 0~ 7 = -7. Impértirea la zero ridica insa dificultati.

S& ne imagindm ci masurdm o lungime cu ajutorul unei rigle. S4 presupunem ca
rigla are 7 unitati de lungime. Ne intereseazi de cate ori putem ageza rigla noastra
pe lungimea data. Daca lungimea care trebuie mésurata este 28, raspunsul este
28 impartit la 7 sau, in simboluri, 28 + 7 = 4. O notatie mai bund pentru a exprima
aceasta impartire este
2rd
7
si apoi putem face proba scriind aceasta in termeni de multiplicare, ca fiind 28 =
7 x 4. Cum procedam insa cand avem de impartit 0 la 7? Pentru a facilita gasirea
unui rispuns, sd denumim rezultatul a, astfel incat
0
—=l=a
7
Inmultind pe diagonali, aceasta este echivalent cu 0=7xa. Dacé aga stau lucrurile,
singura valoare posibild pentru a este 0, pentru cd, daca rezultatul inmultirii

S

- S
Bhaskara foloseste 0 ca simbol in Fibonacci foloseste simbolul suplimentar O
algebrd siincearca sa arate cum se adaugat la sistemul indo-arab de numere 1,..,9,

lucreazd cu acesta. dar nu ca pe un numar echivalent cu acestea.



a doud numere este 0, atunci unul din ele trebuie s3 fie 0. Cu siguranta nu este 7, asa ca
trebuie s& fie un zero.

Aceasta nu este principala dificultate in ceea ce il priveste pe zero. Punctul critic este
impartirea la 0. Daca incercim si tratdm 7/0 la fel cum am procedat cu 0/7, am avea
ecuatia

2

0
Prin inmulfire pe diagonali, 0 x b = 7 si ajungem la nonsensul ci 0 = 7. Daci admitem
posibilitatea ca 7/0 s fie un numar, ajungem la o confuzie numerici pe scari mare.
lesirea din aceastd situatie consta in a spune ca 7/0 este nedefinit. Nu este posibil sa
extragem un sens din impértirea lui 7 (sau a oricirui alt numér care nu este zero) la
zero si, pur si simplu, nu permitem aceasts operatiune. La fel cum nu este permis sa
plasam o virgula in mijlocul unui cuv,ant, pentru ca il transformdm intr-un nonsens.

=b

Matematicianul indian din secolul al XII-lea Bhaskara, cilcind pe urmele lui
Brahmagupta, s-a aplecat asupra Impartirii la 0 §i a sugerat cd un numar impdrtit la
0 dé ca rezultat infinit. O sugestie rezonabila, pentru cd, dacd impartim un numér la
un numar foarte mic, rezultatul este foarte mare. De exemplu, 7 impartit la o zecime
este 70, iar impdrtit la o sutime di rezultatul 700. Pe masurs ce numitorul devine
din ce in ce mai mic, rezultatul devine din ce in ce mai mare. La minimul absolut, 0
insugi, rdspunsul ar trebui sa fie infinit. Acest rationament ne pune insi in situatia de
a explica un concept si mai bizar ~ si anume infinitul. Confruntarea cu infinitul nu este
de folos; infinitul (cu notatia lui standard eo) nu se conformeazi regulilor uzuale ale
aritmeticii si nu este un numdr in sensul obisnuit al cuvintului.

Dacd 7/0 reprezinta o problems, ce se poate face cu $imai bizarul 0/0? Daca 0/0 = ¢, prin
inmultire pe diagonala ajungem la ecuatia 0 = 0 x csilafaptul ca 0 = 0. Aceasta nu este
cine stie ce descoperire, dar nici un nonsens nu este. De fapt, c ar putea fi orice numir
$i nu ajungem intr-o situatie imposibila. Ajungem la concluzia ci 0/0 poate fi egal cu
orice; in cercurile matematicienilor este denumit politicos ,nedeterminat.

Dupa toate acestea, ajungem la concluzia ci, atunci cand este vorba despre impértirea
la zero, mai bine excludem operatiunea din modul in care facem calculele. Aritmetica
se descurcé foarte bine si farj ea.

LA CE FOLDSESTE ZERO?

Pur si simplu, nu ne-am putea descurca firi 0. Progresul stiintei a depins de el. Vorbim
despre zero grade longitudine, zero grade pe scala temperaturilor, despre energie zero
$i gravitate zero. A intrat si in limbajul non-stiintific, cu expresii precum ora zero sau
toleranti zero.



ZEROD

Ar putea fi folosit insa si mai mult. La New York, dacé
pésiti de pe trotuarul 5th Avenue in Empire State
Building, ajungeti in magnificul hol de intrare de la
Etajul 1. Aceasta foloseste capacitatea numerelor de
a ordona, 1 pentru ,,primul®, 2 pentru ,al doilea“ si tot
asa pana la 102. In Europa exista si un Etaj 0, dar sunt
retineri in a-1 numi astfel.

Matematica nu ar putea sé functioneze fara zero. Acesta
se afli in centrul conceptelor matematice care fac
sistemul de numeratie, algebra si geometria s func-
tioneze ca un tot. In girul numerelor, 0 este numérul
care separd numerele pozitive de cele negative si ocupa,
asadar, o pozitie privilegiata. In sistemul zecimal, zero
serveste ca substituent care ne permite sa folosim atat
numere uriagse, cat si unele microscopice.

De-a lungul citorva sute de ani, zero a ajuns sa fie accep-
tat si utilizat, devenind una dintre cele mai importante
inventii ale omului. Matematicianul american din
secolul al XIX-lea G.B. Halsted a adaptat un fragment din Visul unei nopti de vara, de
Shakespeare, pentru a-1 descrie ca motor al progresului care da ,iluzoriului nimic nu
doar un loc anume si un nume, o imagine, un simbol, ci o putere utila, caracteristica
rasei hinduse din care s-a nascut®.

Cand a fost introdus, 0 trebuie si fi pirut ciudat, dar matematicienii au obiceiul de a
se atasa de concepte stranii, care se dovedesc utile mult mai tarziu. Echivalentul din
zilele noastre il gdsim in teoria multimilor, unde conceptul de mul{ime inseamna o
colectie de elemente. in aceast teorie, ¢ desemneazé mulfimea fird nici un element,
asa-numita ,,multime vidd“. Aceastd idee poate sa ni se para ciudatd, dar, la fel ca 0,
este indispensabila.

nimicul conteaza.



Sisteme
e numeratie

Un sistem de numeratie este o metodi de a aborda conceptul de ,,cat de multi“.
Diferite civilizatii, in diferite perioade de timp, au adoptat metode diferite,
mergénd de la elementarul ,,unu, doi, trei, multe* pana la extrem de sofisticata
notatie zecimald pozitionald pe care o folosim astizi.

Sumerienii si babilonienii, care locuiau in urma cu 4 000 de ani pe teritoriul ocupat
astazi de Siria, Iordania si Irak, foloseau in practica lor de zi cu zi un sistem pozitional.
fl numim pozitional pentru ca poti exprima ,numarul“ prin pozitionarea unui simbol.
De asemenea, ei foloseau 60 ca unitate de bazi — ceea ce numim astdzi un sistem ,de
bazd 60“. Vestigiile bazei 60 ne urmsresc $iacum: 60 de secunde intr-un minut, 60 de
minute intr-o ord. Cind masurdm unghiuri, considerdm si acum ci unghiul la centru
corespunzator unui cerc are 360°, in pofida incercirii sistemului metric de a-1 face de
400° (astfel incat unghiul drept s3 aiba 100°).

Daca stramosgii nostri din Antichitate aveau nevoie de numere pentru scopuri practice,
exista dovezi cd aceste culturi primitive erau preocupate si de matematica in sine i c3,
peléngd ocupatiile lor practice, isi ficeau timp sé o studieze. Aceste exploriri includeau

X

ceea ce am putea numi ,algebra”, precum si proprietatile figurilor geometrice.

Sistemul egiptean din secolul al XIII-lea 1.Hr. folosea baza 10 cu un sistem de semne
hieroglifice. Remarcabil este ci egiptenii au dezvoltat un sistem pentru a opera fractii,
dar notatia pozitional zecimala pe care o folosim astizi vine delababilonieni, rafinati
mai tarziu de hindusi. Avantajul este ci ea poate fi folosita pentru a exprima sinumere
foarte mici, si numere foarte mari. Folosind doar numeralele indo-arabe 1,23,4,5,6,
7,851 9, se pot face calcule cu o oarecare usurinta. Ne convingem de aceasta aruncand
o privire la sistemul folosit de romani. Era adecvat necesitétilor lor, insd numai bunii
cunoscatori ai sistemului erau capabili s§ faci si calcule cu el.

Populatiile paleolitice din Europa Babilonienii folosesc Predecesorul sistemului nostru
fac semne numerice pe oase. simboluri pentru numere. modern de notatie zecimal3 este
folosit in India.




SISTEME DE NUMERATIE

SISTEMUL ROMAN
Simbolurile de baza folosite de romani erau ,zecile” (I, X, C si M) si , jumétatile” acestora
(V, L si D). Aceste simboluri erau combinate ca sé formeze altele. S-a sugerat cé folosirea
lui I, 11, 11T si IIII deriva din imaginea degetelor noastre, V din forma mainii, iar prin
inversarea acestuia din urma si unirea
celor doua ca sa formdm X obtinem doua
maini, sau 10 degete. C vine de la centum
si M de la mille, o suta, respectiv o mie
in latind. Romanii foloseau, de asemenea,
S pentru ,o0 jumadtate” si un sistem de
fractii cu baza 12.

Sistemul de numeratie roman

Sistemul roman folosea oarecum o me-
toda ,inainte si dupd“ pentru produ-
cerea simbolurilor de care era nevoie, dar
se pare cd nu a fost uniform adoptata.
Romanii din Antichitate preferau sa scrie
II1I, forma IV fiind introdusd doar mai
tarziu. Combinatia IX era folosita si ea, se
pare, dar un roman care vedea scris SIX ar fi infeles 8Y2! Vedeti mai sus numerele de baza

ale sistemului roman, cu unele adaugiri din epoca medievala.

Folosirea numeralelor romane nu este deloc usoard. De exemplu, intelesul lui
MMMCDXLIII devine clar doar cand se introduc mintal paranteze, iar atunci (MMM)(CD)
(XL)(ITII) se citeste ca 3000 + 400 + 40 + 4 = 3444. Dar incercati sa adunati MMMCDXLIIII +
CCCXCHIL Un roman priceput in aceasta artd ar cunoaste diferite scurtaturi si smecherii,
dar noua ne este greu sa obtinem raspunsul corect fard sa calculdm mai intai in sistemul
zecimal si sa convertim rezultatul inapoi, in notatia romana:

Adunarea
3444 — MMMCDXLIIIT
+ 394 > CCCXCIIII

=3838 —» MMMDCCCXXXVIII

Inmultirea a doud numere este mult mai dificild si ar putea fi chiar imposibil in cadrul
sistemului de baza, pana si pentru un roman! Ca s facem inmultirea 3444 x 394 avem
nevoie de adaugirile medievale.

Se raspandeste sistemul indo-arab Simbolurile sistemului zecimal iau formele
de scriere a numerelor1,..,9 si 0. moderne pe care le cunoastem astazi.



